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UNE HYPOTHBSE TOPOLOGIQUE 
POUR LE PROBLfiME DE LA 
COURBURE SCALAIRE PRESCRITE 
Par T. AUBIN et A. BAHRI 
RI?SLJM~ - Par des arguments topologiques, on met en evidence des hypotheses suffisantes pour qu’une fonction 
K, donnee sur une variete riemannienne compacte (n/r, g), soit la courbure scalaire d’une metrique conforme a :,. 
ABSTRACT. - By topological arguments, we set forth sufficient hypotheses for a given function K, on a compact 
Riemannian manifold (M. CJ), to be the scalar curvature of a metric conformal to 9. 
Nous revenons ici sur un resultat que nous avons Ctabli recemment [l] sur l’equation, 
de nature geometrique, de la courbure scalaire prescrite dans une classe conforme de 
metriques riemanniennes sur une variete compacte sans bord (V,, g) donnee r~ 2 3 ; et 
nous montrons comment certaines hypotheses peuvent Ctre affaiblies. Nous avons choisi 
ici de garder une autre hypothese qui pourrait Ctre affaiblie au prix d’un travail technique 
considerable, que nous ferons ailleurs. A cette hypothese p&s, nous pensons que le resultat 
que nous presentons ici est optimal si I’on cherche des hypotheses topologiques, sur le 
comportement de la fonction K, pour que celle-ci soit effectivement courbure scalaire 
d’une metrique conforme a g. 
Nous commengons par rappeler les notations, les equations et les notions sur lesquelles 
nos hypotheses seront faites. (VTL, g) est une variete riemannienne compacte et nous 
supposons que 
(H 1) X1 (-15) > 0, ou X1 (-L) est la premiere valeur propre du Laplacien conforme de 
(I,L, g) i.e. -L = -A + fi R(g), ou R (g) est la courbure scalaire de (V,, , g). 
(H2) K : V,, 4 R est une fonction C2, positive en un point, qui a un nombre fini de 
points critiques non degerkres pa, . . , , yh, avec 
K(Y”) L K(Y1) 2 ... L K(Yh). 
Pour yi dond, et pour un pseudo-gradient 2 de K, que I’on suppose &tre choisi de 
Morse-Smale, ce qui peut toujours Ctre fait (cette propriete revient a dire que les varietes 
stables et instables des differents points critiques de K s’intersectent transversalement), on 
note W, (y;) la variete stable du point critique yi pour ce pseudo-gradient. On dit qu’un 
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point critique y,j domine un autre point critique y, (pour les varietes stables) s’il y a une 
ligne de flot de 2 allant de y; a y,, Alors, by, (1/t,) est contenu dans 11: (j/;) (iwir 131). 
Soient 
1’ 5 B < h des entiers donnos, 
On note X = Uoii<l~.-Iri~~,~>o W.? (Yi) : X’ = Uo<,<r,-Ih-(y,,)>O r/t’, (Y.l) et 9 : 
X - X’ l’injection naturelle. 
On suppose 
(H3) X est contractible dans Uo<i<L IV, (y;) = T. -- 
A (HI)-(H3), on ajoute l’hypothese suivante qui peut &tre affaiblie, nous y reviendrons 
ailleurs : 
(H4) K(‘Y”) < 2’/(“-*) K (wl). 
ConsidCrons r = uo<;<r. -AK (!,,)<O W, (pi), y; domine par un yj de X’ et .f’ : IT + X’ 
l’inclusion naturelle. 
TH~OR~ME 1. - Les hypoth&es (Hl)-(H4) Ptunt satisfaites, si (H5) : l’image de .y* 
n’est pus in&se dans l’image de f* ; soit rn la dimension pour laquelle Im g* g Im f*, 
on suppose que les points critiques de F d’indice rwn ont des valeurs critiques toutes 
supe’rieures aux points critiques de X’ d’indice n-rn. Alors K est la courbure scalaire 
d’une me’trique conforme. 
Une autre man&e d’exprimer ce resultat est de dire que l’equation --Ltl, = 
K (:?;) 1L(7L+*)/(--2) , TL > 0 sur V admet une solution qui sera C3>‘y. 
Avant de donner la demonstration de ce theoreme, nous discutons les hypotheses que nous 
avons faites en les comparant aux hypotheses considerees dans notre precedent article [I]. 
Les hypotheses (Hl)-(H5) sont plus faibles que les hypotheses faites anterieurement. 
En effet dans [l], Y = UoSljl, W, (yi) Ctait contractible dans K’ qui, par le theoreme 
de deformation de [3], se retracte par deformation sur T. 
Done l’hypothese (H3) ne correspond a aucune perte de generalite bien au contraire. 
Quant a (Hl), (H2), (H4) elles sont conservees. Enfin l’hypothese (H5) ne fait que 
generaliser les hypotheses faites, dans notre precedent article, sur les indices des points 
critiques yi domines par X’ ayant -AK (yl) 2 0. Ces indices Ctant trop petits pour 
perturber la classe d’homologie que nous avions choisie dans X. 
Nous donnons dans ce qui suit la demonstration du theoreme. 
Comme dans [I], on peut voir X comme X,, un sous-ensemble de C+, l’ensemble 
des fonctions positives, forme par les fonctions (i (u. X), ou n varie dans X et X est 
tres grand positif. 
Par hypothese X, est contractible dans T,, l’analogue de X, pour T. 
En utilisant le flot, on peut ramener cette deformation dans Tk = IJ W7y (2,) oti 2, 
sont des points critiques ou des points critiques a l’infini de .I. Nous devons analyser Tk 
en l’absence de point critique vue notre demonstration par l’absurde. Comme la contraction 
se fait au-dessous du premier niveau de point critique a l’infini fait de deux masses au 
moins (Hypothese (H4)), Tk est constitue uniquement des varietes instables a l’infini de 
points critiques a l’infini faits d’une seule masse. Les points critiques a l’infini doivent 
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(voir [2]) etre associes a des points critiques y; de K, ayant -AK (yi) > 0. De plus, leur 
niveau d’energie est plus petit que le niveau d’energie maximal de J dans T,, qui est 
1). (n-2) LLJg”T 
‘&h-(ye)L-Ll” (a7 1 e volume de 5’” (1)). Done, tous ces points critiques ont un indice j < i?. 
Par consequent, Tk peut s’ecrire comme U1l;lp, -ah’ (y,I>O w,” (yi). On est tent6 alors 
de comparer cet objet avec XL, l’analogue de X, mais cette fois-ci pour X’. 
Le flot a l’infini est explicite tant que 1 V K (z) I+ 1 A K (z) ] > t’9 > 0 pour un reel 19, une 
consequence du lemme de Morse. I1 est done clair qu’une partie de Tb, est Cgale a XL,, 
ceci lorsqu’on est loin des points critiques ayant -AK negatif et de leurs varietes instables. 
On peut voir aussi I?, comme une partie de XL. Toute autre par-tie A de Tb, doit venir 
se greffer sur XL le long de rm. Partant de I’,, le long des lignes de deconcentration, 
on peut revenir a XL. Mais comme les points critiques de IY d’indice 72-m sont au-dessus 
de ceux de X’ de meme indice, ces lignes de deconcentration de F, reviennent a XL 
le long d’un sous-espace qui n’a pas de cellule de dimension m. En dimension 7n, on a 
done H,, (XL n A) = H,, (r,). 
On Ccrit maintenant la suite de Mayer-Vietoris de (Tk, XL,, A). Cette triade est excisive 
car Tk et XL sont stratifies, Tk parce qu’on peut supposer que le pseudo-gradient de 
J, Ctendu de man&e appropriee a l’infini (v&r [2]), est un flot de Morse-Smale. Pour 
Xl,, on le verifie par l’etude de X’. 
On a done : 
X, s’envoie dans XL par gm et ro3 par foe qui Ctend f : r -+ X’. Or d’apres 
l’hypothese (H5) il existe w E H, (X,) tel que goo4 (w) n’est pas dans foe* (H,, (I?,)). 
Soit woo l’image par 6(a, X), X > 1, de w. 
Soit w, = C 14TT~ (2~:) oil les 2,, sont les divers points critiques de X’ tels que 
w = c ws (Gu). 
On a : w, = wco dans les chames d’ordre m car, w Ctant un cycle, son nombre 
d’intersection avec tout point critique d’indice n - m + 1 est nul, en particulier avec tous 
les points critiques de I? de cet indice. Done, dans l’espace variationnel, les diverses varietes 
instables a l’infini des points critiques 2,” qui composent w s’annulent algebriquement 
pres des faux points critiques a I’infini d’cc indice >> rn, - 1 associes a IY (des explications 
supplementaires sont donnees par la suite). 
D’oti l’identitt. 
On peut done raisonner avec wcu et restreindre l’homologie a &tre represent&e par les 
varietes instables de points critiques a l’infini associes a X’. 
Comme g,” (w”) = g,” (We) s’annule dans H, (Tk), cette classe provient de 
H,,, (XL n A) et, plus precisement, de la partie de XL fl A dominee par les points 
critiques d’indice m + 1 de XL. (C eci se voit bien en reecrivant la demonstration de la 
suite exacte de Mayer-Vietoris avec, comme chaines, les varietes instables des divers points 
critiques a l’infini, et comme operateur de bord d, l’operateur de Floer-Milnor construit 
avec les nombres d’intersection (voir ci-dessous).) 
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Par hypothkse, H,,, de cette partie se factorise par H,,, (I‘,). En consequence f/x, (ti) 
survit dans Ii,, (TL) et done l’injection X, + ‘1:: n’est pas homologiquement nulle. 
D’oti la contradiction. 
TH~ORPME 2. - On peut modi$er 1 ‘hypothsse (H5) en 1 ‘hypothkse uniquement topologique 
suivante, le rbultat du the’or&ne 1 restant vrai. 
Hypotht?se (H5)’ : ,q* est non nulle en dimension m. Les points critiques de I’ d’indice 
YL- m ont un nombre d’intersection (modulo 2) nul avec les points critiques de X’ d’indice 
II, - rn - 1. 
Les coefficients de l’homologie sont pris dans Z 2. On peut travailler avec d’autres 
coefficients (Z ou R) mais il faut supposer que les nombres d’intersection sont nuls pour 
ces coefficients et que les groupes d’homologie sont pris avec ces m&mes coefficients. 
La dkmonstration est modifike comme suit. 
On considke l’opkrateur i3 de Floer-Milnor pour K-l et l’opkrateur equivalent 3, 
pour J. 
Par definition, d opbe sur les points critiques de K-l et si 21, eSt un point CritiqUe 
d’indice k, on a 
oti z;k-I varie parmi les points critiques d’indice k: - 1. % (:I;k, :~;k-~) est le nombre 
d’intersection de :ck et z~~-~. On peut le noter aussi % (w,,, (:ck), w, (TI~.-~)) = 
% (W,, (.zT~), z&-l). En effet, ce nombre se calcule en calculant le nombre d’intersection de 
W, (zk) avec la variCt6 stable de :IJ~-~, en section, dans une surface de niveau. 
Soit w la classe d’homologie de X non nulle dans X’. Elle est de dimension rn. En 
utilisant les vari&Cs stables des points critiques de X d’indice n. - rrz,, on peut Ccrire : 
w = CL,,,- ws (zrrL) (pour W = C.r,,,tS W,, (21,~) pour l/K, notation qu’on utilisera 
dksormais, oti X est un sous-ensemble d’indices de points critiques d’indice TT, - rrL de X. 
ConsidCrons la chaine w, = C,,;,,,ES W, (:I;,~~) oti W, (zTn) est VI’,? (2~:))) la variCtC 
instable du point critique 2 l’infini :G: associk B z,,,. 
On a alors, pour tout point critique B l’infini n:zpl : 
(“1 
rC- I dCcrit les points critiques de IY d’indice m, - 1. 
rLrI dksigne le (faux) point critique fi l’infini assock! B Y:~_~. Celui-ci a une demi-variCtC 
instable B l’infini, formCe par la direction de dkconcentration. 
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L’identite (*) exprime que le nombre d’intersection de IV,? (x,“) et de WSW (x:_,) 
s’ecrit comme le nombre d’intersection de W,, (x~) et IV’, (zm-r) (pour l/K) une sorte de 
nombre d’intersection << a l’infini >s, c’est-a-dire en dehors des directions de dtkoncentration, 
auquel vient s’ajouter le nombre d’intersection de deconcentration : a chaque fois que z,, 
domine $-I, % (z,,, $-r) fois, W,, (z,,) est fibre localement au-dessus de W, ($,-r), 
% (:I:,,, i +_r) fois. Par ailleurs, si X: m-l est un point critique de X’, V, (z,“-r) peut 
intersecter IV,- (rirr). Par un argument de dimension, cette intersection est faite d’un 
nombre fini de points. Ces points ne sont pas dans le bord de Wum ($,-l), la aussi par un 
argument de dimension. On a done un nombre d’intersection bien defini i (raker, xE_~); 
(*) ne fait qu’exprimer le fait que si IV,, (cc,) << couvre 9 W, (ri-r) i (x,,, y;7npl) fois, 
Wt’p (zz) << couvre >> W(y (r&?r) i (x,,,, $-r) fois. Comme W,? (~2:~) intersecte 
w,q (x$-J i (-/;?I, zz-1 ) fois, Wty (z:) intersecte W, (x:-,), par deconcentration, 
i.e. independemment de l’intersection a l’infini deja comptee dans le premier terme du 
second membre de (*), i (W, (z,), $_I) x i (~$l?l, x::_~) fois. 
Si zz+r est un point critique a l’infini d’indice m + 1, on demontre de la meme 
facon que : 
Utilisons maintenant nos hypotheses : i (Wu (:c,+~), y;1,) = 0; (**) devient 
(““)’ i (WCC (x:+l), g) = i (Wu (z,+1), :z,,). 
Par ailleurs, z:,,,, Ez W, (xm) = w est un cycle. Done CTn,cS i (W,, (z,), $-,) = 0; 
(aw = 0) et aussi C,,,, ES i (WIL (x~), x,-r) pour la m&me raison 
Ainsi (*) devient 
(“I’ 1 i (W,- ($3, e-1) = 0, 
x m E -‘i 
wm = c,,,,.\- WtF (GJ est done un cycle pour a,, puisque tous ses nombres 
d’intersection avec les points critiques d’indice m - 1 sont nuls. Ce cycle est nul dans 
TL. En consequence on peut l’ecrire : 
W m. = a, (C cr$y ) pour une famille de points critiques a l’infini d’indice m+ 1, zc”n;~r. 
Mais 
j 1?1 .T czz 
oil 2: varie parmi les points critiques a l’infini d’indice 711. 
En utilisant (**)‘, on trouve 
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Comme w, = i), (C J$,:,). on a : 
Done si TX:,,, E X’ (i.e. :xlri engendre un point critique a l’infini) : 
c ( % n:;,,+,. :I‘,,, ) = 1 lorsque :I:,,, E X (= 0 sinon). 
Si z,,, E IT, alors, par hypothese, % (:I::,,+~, :I:,,,) = (1. 
On en deduit que : C,r,,,ES n:,,, = C,; C,,,,,, % (:I&+,, :I;,,,) z,, oti la deuxieme somme 
est maintenant &endue a tous les points critiques :I;~,, d’indice m, de l/K. Ainsi 
w = d C, z$+~ oti les :~$,+r engendrent des points critiques a l’infini :rz~;~~r. (Test-a-dire 
que u est nulle dans X’, la contradiction recherchee. 
Exemple. - Construisons maintenant un exemple significatif d’application de ce nouveau 
theoreme, un exemple pour lequel notre theoreme precedent ne donne aucune reponse. 
Pour mieux visualiser la construction considerons dans S,s un tore T2, mais comme nous 
le verrons cette construction se fait aussi bien dans S,,. 
Sur ce tore T2, on peut trouver une fonction K ayant six points critiques. Sur T*, 
dessine dans R3, la fonction hauteur k a 4 points critiques. 
On modifie I? en I? en ajoutant deux points critiques supplementaires qui se compensent. 
Appelons B la partie ou I? est modifie. 
Le dessin ci-dessus est celui du tore T2 selon la fonction I?. i.e. on reconstruit T2 en 
utilisant les variCtCs instables des divers points critiques. Alors, ce tore T2 qui n’a pas 
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change ne ressemble plus au tore initial; S3 est fait de deux tores pleins pi, et ?.a recolles 
le long de leur bord commun T2. 
On peut Ctendre k a 5?r, et ?a en une fonction K de maniere a ce que ya . . . y5 restent 
critiques (une petite construction sur le fibre normal de T2 dans ?‘i, et ?z), et de man&e 
a ce que les nouveaux points critiques trouves ne soient pas des maximaux de K. 
Pour effectuer cette construction, on &end k en le faisant decroitre le long des rayons 
interieurs de chaque tore. 
La fonction K ainsi obtenue a l’ame de chaque tore comme variete critique ou elle est 
minimum; 0’ K est positive ou nulle, non nulle le long de cette variete critique. 
On peut la supposer diagonale le long de cette variete critique, avec des valeurs propres 
X; > 0 transversalement et nulles le long de la direction tangente a l’ame. 
Par contre, en tout point de T2, le long de la normale a T2, la fonction K presente, par 
construction, un maximum au point de T2 consider& done au contraire une direction ou 
D2 K est negative. En perturbant un peu cette fonction, (comme dans la demonstration du 
theoreme 2 de [l]), on peut faire en sorte qu’en yo, . . . ? y3, -AK (yy;) > 0 et qu’en tous 
les autres points critiques -AK (y;) < 0. En effet, ceci est clair pour les points autres que 
Yo, .“, y,5. Quant a y4 et y5 ils ont par construction des directions positives pour O2 K. 
On peut alors prendre X = W, (yi) = W, (yi) U IV, (~0). 
X est non contractible mais peut se contracter dans S” = lJ, W, (y,,) = T. 
Observons qu’on peut prendre la fonction K quasiment constante en la remplaGant 
par (1 - t) -t t K. Done on peut faire en sorte que (H4) soit verifiee. De plus, 
X’ = IJO<_& JK (Yi) car ces yi (0 5 i 2 3) sont les seuls a avoir -AK (y;) > 0. 
X’, on peut le voir facilement, est T2 - B. 
I’ par ailleurs est Cgal a W,, (~4). Rien ne vient, dans ces varietes stables de l’interieur 
des tores car aucune ligne de flot croissante pour K ne va de T2 vers l’interieur des tores. 
VL vaut 1 ; y-1 est d’indice 2, c’est le seul point critique de I. y1 et y2 sont les seuls points 
critiques de X’ d’indice 1. La valeur critique de y4 est au-dessus de celles de y1 et y2. 
WY (Y4) = ws (Y4) U{Yo) es un cercle isotope sur T2 B 8s pour un flot naturel. 11 est t 
clair alors que si 9 : IV, (yr) + T2 - B et f : II& (ya) = i3B t T” - B, le generateur 
du cercle S1 represent6 par IV, (yi) n’est pas dans l’image de f*. Sinon dans T2, 3B et 
W, (yi) seraient cohomologues. Or i3B est nul dans T2. Cet exemple n’est certainement 
pas couvert par le theoreme de notre precedent article car toute classe topologique non 
nulle de X’ est de dimension 2 puisqu’elle est contenue dans le tore T2. Done VL 5 2 et 
y4 a un co-indice egal a 1. L’hypothese A2 ne peut pas &tre verifiee par une quelconque 
classe topologique du type X de [I]. 
La m&me construction, a quelques details p&s, peut se faire en toute dimension. Par 
exemple, en recollant S1 x 07’-i et 0’ x S7’+2 le long de leur bord commun S1 x S”-“, 
on trouve la sphere 5’“. La construction precedente s’etend a ce nouveau contexte et ainsi 
nous obtenons un exemple sur toute sphere S”. 
On peut critiquer l’exemple ci-dessus en arguant du fait que l’existence d’une solution 
peut se trouver, pour cet exemple, en utilisant des resultats antecedents comme celui de 
A. Bahri-J. M. Coron [4] ou A. Chang, M. Gursky et P. Yang [5]. Une petite modification 
supprime cette critique : En perturbant Itgerement K, dans la topologie Co pres de l’ame 
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de ‘i; par exemple, on peut cr6er 2 part tous les points critiques dej& crC&, deux nouveaux 
points critiques, l’un ayant -AK > 0. l’autre ayant -AK < 0, qui se compensent. Le 
thCor2me de A. Bahri-J. M. Coron ne s’applique plus alors car la somme des co-indices 
aux points critiques de K ayant -AK > 0 est Cgale B 1. Mais notre rksultat donne 
encore l’existence d’une solution. En effet, soit 3 le nouveau point critique ainsi crCC. 
ayant -AK > 0 dans ?I. On peut supposer que K (9) < Min K. I1 suffit pour cela de 
construire K de man&e B ce que Min K > Min K, enszite, quand on crCe $ de le 
FL Tf 
choisir de sorte que cette in&galitC soit vraie. Soit, alors, $, . w,“,, les points critiques 
de K dans p2, 1~;; . . . y&, ceux de K dans TI. ?/ est l’un d’eux. On peut supposer, en 
raisonnant de la mCme faGon que : 
K(m) > K(Y~) > K(YI) > K(Yz) > K&l > K(Ys) > K(d) 
> . > K (y;,) > K (y;) > > K (y,t,,). 
On peut aussi supposer que le flot de 2 laisse T2, done ?‘I et F2 invariants. 
On pose ah T = ,il W,< (wi ) U jgl K (:$) 
X reste le mCme, X’ aussi car g est le seul nouveau point critique ayant -AK > 0, 
et il n’est pas dans T. On vCrifie facilement que T est Cgal g ?2 car le flot de 2 laisse 
5?2 invariant. Done X est contractible dans T. I’ est inchange car X’ est inchangC. Notre 
thCor&me s’applique done, alors que les rCsultats de A. Bahri-J. M. Coron [4] ou A. 
Chang-M. Gursky-P. Y. Yang [5] ne donnent rien. Ceci montre bien que notre hypothkse 
topologique est nouvelle, et sans doute plus gCnCrale que celles des rCsultats ant&dents. 
(Nous reviendrons, dans des articles B venir, sur ce point.) 
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